Suites géometriques

Introduction :
M. Finance dispose d’ une somme de 50 000 FF et désire faire fructifier son pactole ; pour cdlail va

voir son banquier qui lui propose deux options :

® une augmentations forfataire, annuelle, de 5 000 F = Intéréts Smples

@ une augmentation, annuelle, de 8 % = Intéréts composes
Quelle option doit-il choisr Sil désire placer son argent pour une pé&iodede 2 ans?5 ans ? 10 ans ?
Durée du placement lan 2ans 5ans 10 ans
Intéréts Smples 55 000 60 000 75000 | 100000
I ntéréts composés 54 000 58 320 73466 | 107 946

Dansle premier cas, il suffit d' gouter 5000 FF chaque année, on reconnait une suite arithmétique de
premier terme W, = 50 000 et deraison r =5 000. Rappeler I expression genérale d’ une telle suite...

Dans le second cas, on multiplie la somme obtenue al’ année (n - 1) par 1,08 (1 + 8%) pour obtenir la
somme de I’année n. Ce type de suite une suite geométrique.

On vachercher des méthodes qui nous permettent de connaitre tout de suite lavaeur del’annéen
sans avoir besoin de calculer les années précédentes.

Cours::
- Soit qunnombreréd (gt 0) ; on appelle suite gébomérique deraison g, lasuite définie par un
premier terme u; (Ou Up) et par lareation « pour tout entier naturel N3 1, Uney = Q.Un »

Dans |’ exemple précédent nous avions bien une suite géométrique de premier terme 50 000 et de
rason 1,08 : u; = 50 000 + 50 000x8% = 50 000 x(1 + 0,08) = 1,08 x 50000 ; u, = 1,08 X Uy ; ....

Exercice:
Exadcel.
A I"ade des données fournies pour chacune des suites suivantes, répondez ala questions posee:
a) Wwm=-59 nestimpar et u, =59 ned par ; lasuite ex-elle gegomérique ?
b) = 2 et .1 = n. U, lasuite est-elle géométrique ?

Correction :
a) Oui, pour passer d'un terme al'autre on multiplie toujours par -1.
b)) w=2;, W=1Lw=2;wL=2u=4; k= 3. L= 12 donc pas toujours multiplié par le méme terme, pas S.G.

Généraiser : pour savoir S une suite est géométrique on fait Uy / U, et S le résultat est indépendant de n dors
lasuiteest un SG.
En profiter pour redire « un exemple permet de démontrer que quelque chose n'est pas mas ne
permet pas de démontrer que quelque chose est, pour démontrer un cas générd il faut le faire avec lardation
générae ».



Cours:
Expression du terme général :

Lardation un+1 = q.U, permet de caculer u, apartir de uy, puis Us apartir de u, et aing de suite, u; =

g-Up ; Up=0. U =0.(Q.Uo) = R.Up ; Uz=q.lpr =0.(QRUg) = q3.uo — . Un=0"Uo

Enréuméona: - S up est le premier terme d’ une stiite géométrique (u,) de raison g, le 1*™ terme de

lasuiteest: u, = q"Up (S lepremier teemeest u;, onaaorsu, = g™ W)

Calcul d'un terme en fonction d'un autre:

de w, = " et W, = g°.Up on déduit sans qu'il soit besoin de diviser, que u, = d™P.u, pour tout n et p

debD.

Exercice:

Exerdce?2. @) us=729;q=-3, caculez up et W
b) w=1; W =128, cdculez q.
C) =44 ; u = 352, caculez w; (laraison et positive).
d) wo = 2 et w, = 18, calculez wyg

Correction :

a) Uo=(-3°Uus=-177147 ; b=(Q)°wbP uw=-3

b) g=2

¢) =8P q=+2 ou-+/2 b u=70442

d) wy=118098

Cours::
Somme des n premiers termes d’ une suite géométrique :
Cherchons d' abord la somme des premiéres puissance deq :
S=*+q'+ R+ + ...+ " doi S=1+q+@+ +...+q
0S=0q(+g +@+qg’+...+q) dolgS=q+@R+P+...+q+g"
Par soustraction membre a membre des égalités (1) et (2), on obtient :
1- qn+1

S-q.S=1-gq™ oubienS(1-q)=1-gq"* it S= T q

8
AU =Up+Up+ U+ U+ Uy +..oee. + Upy = Up + QU + QUG + Qlp + .U + ...

k=0

8
Ay =un(1+g+@++...+q) =S

k=0

D

d’ . 5 1_ n+1 5 1_ qr‘l
ou =Up. ouencorea u =U;.——
k:OUK °1- q 1 Y- q
Exercice:
Exedce3.  Cdculer les sommes suivantes
° S=1-t+i4 +86191998 2> S=(X)+x2-XCH+ o+ (-X)
= AT 8 Y =(-X)+X2-X>+.......



11
3° S=1+—_-+—+.... +

3 9 14348907
Correction :
1- _19,1999
i 18 8

1S=y —828 -2 2s=u LEX° B0 5503 (14380072 39

141 3 1+x 1+x 2

2

Cours:
Variation. (un) est croissante lorsque pour tout entier naturel N: Uney 3 Uy

(un) est décr oissante lorsque pour tout entier naturel n : U1 £ Uy

(un) est constante lorsque pour tout entier naturel N Unpsy = Uy
(un) est monotone lorsque (u,) est croissante ou décroissante.

0 S <0, I'égdité u.1 = q.u, permet d' affirmer que, pour tout N ; Un.1 €t U, sont de Sgnes
contraires. Les termes sont dternativement positifs et négatifs ; la suite ' est pas monotone.
®Sg>0;Up-U =" U-q".Up=Uo.q".(q- 1)
Onen déduit ques up €t (g- 1) sont de mémesdigne, onadors: Ung 3 Uy
On en déduit ques uo €t (g- 1) sont de signe contraire, onaaors: Uy £ Uy

Soit (u,) une suite geométriquederaisonq (gt Oet gt 1) et de premier terme up (U 0)

g<o0 O0<qg<l1 g>1
U >0 (up) N'est pas (u,) est décroissante (un) est croissante
U <0 monaotone (u,) et croissante (u,) est décroissante

Bien ingger sur le fait que pour chercher lamonotonie d' une suite on doit faire up.; - U, , C et adire
avec le cas générd et non pas prendre un ou deux cas particulier. De méme quand on devra vérifier que la

N u
et o non pas —= ou ui C'est une erreur grave de prendre un cas

0

ite et géométrique il faut faire

particulier alaplace d'un cas générd.

Exercice:
Exacdce4.  Montrez que lasuite u, définie pour tout naturdl n par u, = PP et dtrictement décroissante.
Edt-ce une suite géométrique ?

Correction :

Un+e1 - Un =

1 1 - .
n+3-n+2—m<0 (car n est un entier)



ﬁz% e L2 =% un contre exemple suffit a démontrer que la suite n'est pas géométrique.
u0 u1

: , - : e 2n+1 _
Exacdceb.  Etudiez lesvaidions delasuite u définie pour tout naturd n par : u, = 13 Est-ce une suite
géomérique ?

Correction :
Un+l'un:£ et i:g et u_:é
(n+3)(n+4) s 4 u 4
Cours:

Limite d’ une suite géométrique

n 10 100 | 1000 {10000 | limite conjecturée
u, = 1,08" 216 | 2200 | 2.10* +¥
Up=2"

1
Un = (E)n
Un = 0,25.Un_l

- Soit un nombreréd g drictement postif.
Sqg>1dorslimg'=+¥ (quandn® +¥)
Sg<1dorslimg'=0 (quandn® +¥)
1 1 1
Exemples: Soituo:Setqzz. Onau,=5. (E)n et Iim(E)”:O donc limu,=0

Soitup=-3etg=2. Onau,=(-3).2" e Iim2'=+¥ donc limu, = - ¥
exercices :

Exerdce6.
On place un capita de 100 000 francs a7 % par an (intéréts composes).
1° De combien dispose-t-on au bout de quatre ans ? au bout de dix ans ?
2° Combien d’ années sont nécessaires pour voir le capitd doubler ? pour le voir tripler ?

Caorrection :

1. up=100000; =107 = us =131 080 et uyp =196 715

22=d"P n>10 P n=1lans et 3=¢"P n>160 P n=17ans
Exerdce?.

Deux propositions sont offertes pour placer une somme de 5 000 KD. Le premier placement et
rémunéré aintéréts smples a un taux annue de 5 % du capitd initid. On note u, la somme totale obtenue au
bout de n années.



Le second placement est rémunéré aintéréts composés a un taux annuel de 4,5 %. On note aors v la
somme totale obtenue au bout de n années.

1° Quevdent w et vo ?

2° a- Déterminer u, en fonction de n. b - Déterminer v, en fonction den.

3° Qud placement choigr s 1I’on décide d' immobiliser son argent pendant 5 ans ?6 ans ?

Correction :
1. up=5000=vp 2. Ups1 = Up + 250 = up + 250N et Vi1 = 1,045.v, = (1,045)".vo

Exercice 8.

2u
Soit lasuite U définiepar i, =1; U, ,, :?” +1 pour tout n entier.

1. Cdculer les quatre premiers termes de la suite U. Montrer que ce 0’ est pas une suite géométrique.
2. Laguite V est d&finiepar: v, = U, - a, pour tout n entier.
Déerminer le nombre réd a pour que lasuite V soit géométrique.
3. Déterminer v, en fonction de n, puis u, en fonction de n.

4, Cdculer é_ u, enfonction den.
i=0
Correction :

1. Unestpasdelaformeun; =qu, (lyale+1)

2 0 oy
2 v, =u,-a=Zu+l-a= —%%ﬁg- 328 on veut que casoit égal & 2(u,- a) = 2(v,) doncona:
3 3e 2 2 g 3 3
(a;eé-—agz-a P a=3 et Vestunesunegeometrlquederalsong
€2 2 g 3
3 VozUp-32-2 vp=2" 2% b u=(2&8 +3
€3g €3g
i=n i=n i=n
4 3 u = - v +(n+1)B)=3(n+1)-6 (caré_vi = ... =-6; sommedune S.G.)
i=0 i=0 i=0
Exercice9.

Soit le suite U définiepar u, = 2 ; u, = 2 et larelation de récurrence R : 8u,,, =6u,,, - U, pour tout
entier naturd n.

1. Caculerwp; Ws .

2. Déterminer les sLites géométriques vérifiant lardation R.

3. Montrer que s deux suitesV e W determes v, &t w, véifient lardation R, dors la suite T dont les
termes sont définis par t, = v, + w,, vérifielardation R.

4. Déduire de ce qui précede I’ expression de u, en fonction de n.



i=20

5. Cdculer é u=u+u+..+u
i=0

20 *

Correction :
5 11
1.w== et ==
2= ¢ %76

2. Vo1 = QVn € Vpep = RVpeg donc s eles véifient la relaion R on a : 8v,,,=6v,,, -V

n

([a)

8v,.,-6v, +v =0
d'ot 8q2v,, -6qvn +Vva=0 U v, (82-6g+1)=0 oronsatquev,® O donc 8p-6q+1=0
doncg=Youq="%

N N
Pour g =0na: Vps = % vV, €t v, :?—;g Vo Pour q=%, 0ona: Wy = % Wi, etwnzgg Wo

3. 8 thio - 6 thes + 1 = BVnuo + BWipio - BVipeg - OWpeq + Vi + W, = (8Vn+2 - 6Vne1 + Vn) + (8Wn+2 - BWne1 + Wn) =0

donc t, vé&ifielardation R.

12=v,+w,
1 U =V +W 1 0 o} N .n
a joTVT L b =@ wem-4 b =620 e wy=(-4).22.
TU =V +W [ 2=V =W, e2g edg
17727 4
donc un=6.ge—19 - 4.88—19 .
e2g edg
21 .21
g0 1'%;9 v ‘%9 6 4_20
5. QU =y tu+.tu,=6—2 4 €9 -2 Z-2
i=0 1 1 1 3 3
1- = 1- = = =
2 2 3
Exercice 10.
iU, =3
Soit une suite U définie par récurrence de lafagon suivante: |l 1 ‘1
= U =—u
f n+1 3 n

a) Cdculer les quatre premiers termes de la suite U.

b) Quelessont leslimites possiblesdelasuite U ?

c) Cdculer lenombreatd quelasuite V determe générd défini par v, = U, + a S0it géométrique.
d) Cdculerdorsu, enfonctionden et démontrer que lasuite U est convergente.

€) Cdculer lasomme desvingt premiers termes de la suite U.

Correction :



ab) u=3;u=2; u-= % ; U3=% ; u;;-% P limitespossbles1l;0oul5

C) Vo = Uyt A= 1un+1+a= l(un+3+3a) on veut -1 (u,+a)= 1vn.
3 3 3 3
~ 3 1 3 3_3
donc3+3a=a U a=-— ;g== b Va=Up- = © Vo= Up- ===
5 q 3 n=tn- 3 0=lo- = =2
n
d) va= et aég p Un 80 G+ gé' B Iorsquen® +¥ 86—1— ® 0Odonc limu,=
é2g é3g €2 é&3g e3g
age}o
=20 .
O Au=U +U+. =V, +§+v1 +§+....+v20+§ :85'39 €38 4 - 6580

=0 2 2 2 20 4 1 e2g

I\)lOJ



Exercice 11.

ju,=2
Soit une suite U définie par récurrence de la fagon suivante: : uo _leeu, 0
T
1. f(x)= iaeig a) Montrer ques x > 0dorsf(x) >0
2§1+xg
b) En déduire al'aide d'un raisonnement par récurrence quel'on au, > 0.
2. a) Montrer que” x>0 onaf(x) < g

b) En déduirepour n3 1 ona u, < %un_l.

3. A I'aide d'un raisonnement par récurrence montrer que u, £ T

4. En déduirelalimite de u,,.

Correction :
1 ax>0; L>O P f(x)>0
1+x

b)up=2>0 supposons que u, > 0 on a d'aprés a) f(up) > 0 donc up+, > 0
d'ou pour tout nonau, >0

2. a)f(x)- g = Zil)fx)

X X
<0 b fx)-= <0 b f(x)< =
() > ) >

u
b) Uiy < —

N

_,_ 1 - : Up 2
3. UO_Z_F Supposonsup—F ona.up+1<7 p Up+1 <

4.0£un £

o1 ® O lorsguentendversO  dou  limu,=0



