SUITESNUMERIQUES

1) GENERALITES
A)DEFINITION et NOTATIONS

On appelle suite numérique toute application de IN dans IR .

Unesuitesenoteu, (U, ) nl v, (U )n2o ou(uy),quiestlanotation laplus utilisée.

Onnoteu, I'imagedel’entier naturel n. (plutdt queu(n) ...)

Onditqueu, estletermegénéral delasuite(u, ),letermederangn ouletermed’indicen .

Uy estletermeinitial delasuite(u, ).

(u,) désigne une suite

u , désigne un nombre

Comment présenter une suite :

On peut présenter une suite sous forme deliste: « on considere lasuite(1,22,32,...,n2, ...

) »

Le plus souvent, on la présente par son terme généra : « soit (u ) lasuite définieparu,=n2»

Ex:

Soit (u ) lasuite définiepar u,=3n+ 10

Letermed’indice2est u, =16, letermed’indice 10 est u 10 =40, leterme d'indice 2n est u ,, = 6n +10 ...
Lasuite des nombres impairs apour termegénéralu, =2n+1.

Complément :

Une suite peut n’ étre définie qu'a partir d’ un certain rang no ; on lanote parfois (U, ) n* n, €t son termeinitial est U,

Lasuite determe général u, =\/n-4 , n'est définieque pour n3 4, onlanote (U, )ns4
Lasuitedeterme général u, = 1 ,N'est définiequepour n3 1,onlanote (U, )n=1

n

Rem : Comme pour les fonctions, on omet souvent de préciser I’ ensemble de définition ... attention .
B ) DIFFERENTES FACONS DE DEFINIR UNE SUITE ...

a) PAR UNE FORMULE EXPLICITE

On peut définir une suite par une formuleexplicite , qui permet de calculer directement a partir de nletermed’indicen .

Ex:

Lasuite (u, ) définiepar u,=5" y A

Lasuite(v, ) définiepar v,= 3n2+5

uz

CASPARTICULIERIMPORTANT : Ul
Soit f unefonction définiesur [0; + ¥ [ . (aumoains) . Uo
On définit une suite (U, ) en posant, pour tout entier naturel n,u,=f (n) .
On dispose aors, a partir de la courbe représentative de lafonction f , d'une Uy
représentation graphique delasuite (u,, ). Us
Sur I' axe des ordonnées, on peut lirelestermesugy, U, Uy, ...
Ex: Soitflafonction définiesur IR par f : X #%e 3x2+2Xx+5
et (u, )lasuitedéfinieparu,=f(n) 0] 1 2 3 45 6 7 8

Ainsi pour tout entier naturel n,ona:u,=3n2+2n+5.
Pour calculer leterme d’indice n, il suffit de chercher I'image de

nparf.

Onendéduitque:ug=5,u;=10,u,=21,... ,Upy =3(N+1)2+2(n+1)+5=3n2+8n+10

b) PAR RECURRENCE
Ondonneu=0e€tonconsiderelareationu . =2u,+3.

Ceci nous permet de calculer de proche en proche tout lestermes de lasuite (u,,) .

En effet : Ur=2uop+3=2"0+3=3
U,=2u;+3=2" 3+3=9
Uz=2uU,+3=2"9+3=21...

Si I’on considere lafonction f définie sur IR par f (x) =2 x + 3, dors on peut dire que lasuite (u , ) est définie
par ladonnéedeu o =0et par larelationu .1 =f (u, ). (cetterelation est appelée relation derécurrence )

De maniere plus généra :

Soit f une fonction définie sur unintervalle| , telle que, pour toutréel x T 1, f(x) T 1. (f(1)T 1)
On peut alors définir une suite (U, ) parladonnéedeuy(ugl |),etdelarelationderécurrence U =f(uy,).

YA y =X
Cf

Us
Ua
us

uz

Uiy

A 4

up O uUg U Uz U4 ...

En utilisant |a courbe représentative de lafonction f et ladroite
d’ équation y = x , on dispose aors, d' une représentation

graphique delasuite (U, ).

On peut lirelestermesug, U, Uy, ... sur|’axe des abscisses et

sur I’ axe des ordonnées .

Dans la plupart des cas, par manque de place ou de lisihilité, on
ne peut représenter que les premiers termes de la suite .



Rem :

Ladonnéedeu et d unerelation u n.1=f (U, ) Ne permet pas toujours de définir une suite.
Laremarque «... f(x)estauss dans| ... » est importante .

Ex:

Soit f lafonction définie par f : X #%e 2

2-X
Or f n'est pasdéfinieen 2, doncu, =f (u 1) n'est pas défini ...

Chagque terme étant défini a partir du précédent, pour connéitre le terme d’indice n, il faut d’abord calculer lesn— 1 termes qui le précédent ...

.Sug=1,dorsu;=f(up)=Ff(1) =2.

Eviter la confusion entre les suites que I’ on peut définir, avec laméme fonction, par une formule explicite ou par récurrence.
Soit f lafonction définiesur IRpar f (x) =3x, dors:
«EXPLICITE»:ug=f(0)=0,u;=f(1)=3,u,=f(2)=6...
«RECURRENCE avecug=1»:ug =1,u;=f(ug)=3,u,=f(uy)=9...

C)SUITESCROISSANTES , SUITESDECROISSANTES
Les suites sont des fonctions particuliéres ... il n’est donc pas étonnant de retrouver des définitions, déa vues pour lesfonctions, ...

Unesuite (u, ) estcroissante si, pour tout entier naturel N, Uy £ U pyg |
UgEU{E UE ...EU,E U E ...

Unesuite (u, ) est décroissante si, pour tout entier naturel n, u, 3 U p4g .
Ug3 U uyd .3 uUund Uupeg® ...

Unesuite (u, ) estmonotone s elle est croissante ou décroissante. On géfinit de méme

ces notions strictement .

Rem:
Si pour tout entier naturel n, U, = U .1, On dit que la suite est constante .
S'il existe un entier naturel p tel que, pour tout entier n® p,onaitu,£ u h. ,0ndit quelasuite est croissante
apartir durang p . ( de méme pour les autres notions vues ci-dessus )
Toutes | es suites ne sont pas croissantes ou décroissantes ... (ex: lasuite (U, ) définieparu, = (-1)")

Comment fait-on dansla pratiqgue ?

On étudie le signe de la différenceu 41_U 4

ou, si lasuite est atermes strictement positifs ( ou strictement négatifs ), on compare le quotient mLla,
n
Ex:
Soit lasuite (u, ) définieparu,=n2—-n-2.
Onau 1 Unp,=(n+1)2—(n+1)-2-(n2-n-2)=...=2n
Pour tout entier naturel n, u U , 3 0, Cestadireu 1 3 u ,;lasuite(u,) est donc croissante.
Soitlasuite(vn)définieparvn:% (n3 1)
n+l
v 2™+ v
Ona —==—=—"- :deplusn® 1,donc n+1£2n ,et ™ £1.
Vin n 2n Vin et pourtant f : x #%e@ x2-x—2n est pas
2" croissante sur IR
Or v, >0,doncV 1 £V, .lasuite (v ) n*1est donc décroissante.

D) SUITESBORNEES

Unesuite (u, ) estmajorée s'il existe un réel M tel que pour tout entier naturel n, onaitu, £ M |
Unesuite (u, ) est minorée s'il existe un réel mtel que pour tout entier naturel n, onaitu, 3 m.

Unesuite (u, ) estbornée s elle est alafois maorée et minorée.

Comme pour les fonctions, on dit que M ( resp. m) estun majorant ( resp. minorant ) delasuite.

Ex:
Une suite croissante est minorée par son termeinitial ; une suite décroissante est majorée par son termeinitial.
Soit lastite (U ) définiepar U, = (-1) " +—— .
n+1
Pour tout entier naturel n,ona —1£ (-1)"£1et OF 1 1£ 1;donc—-1£u,£2 .Lasuite(up,) estdoncbhornée.
n+
Rem:

S'il existe un entier naturel p tel que, pour tout entier n® p, onaitu,£ M , on dit quelasuite est majorée apartir durang p .
( de méme pour les autres notions vues ci-dessus )

E)LE COTE AGREABLE DESSUITESu,=f(n)

Si unesuite est delaformeu ,=f (n), on déduit rapidement, a partir des propriétés de lafonction f, desrésultats sur la suite.

On montre facilement que :
Si f est croissantesur [ 0; + ¥ [, alors(u ) est croissante. L es réciproques sont fausses
Si f est décroissantesur [ O; + ¥ [, alors(u ) est décroissante.
Sifest majoréesur[0; + ¥ [, dors(u,) est mgorée.
Sifestminoréesur[0; +¥ [, aors(u,) est minorée.




y
Ex: L
Soit (u,) lasuite définiepar u,, = etlafonction f : X #%e 1 -
n+1 X+ 1 |
... T est strictement décroissante sur IR. et pour tout réel x T IR+, ona

OEf(x)E1L. -
On en déduit que (u ) est aussi décroissante et bornée .

2) SUITESARITHMETIQUES L m

0} X
A) DEFINITION PAR RECURRENCE

On dit qu'une suite (u , ) est une suite arithmeétique, s'il existe un réel r tel que pour tout entier - o
naturel n,onait Up=u,+r. r peu,t-etr_e positif
Leréel r est appeléraison delasuite (u,) . ou négatif .

Ug U; Up Uz Ug Us On passe d'un terme de la suite au
— ' ' ' . ' _ terme suivant, en gjoutant r .

W\/‘u .......... /1 .......... /1

+r  +r +r +r +r +r

La suite des entiers naturels est une suite arithmétique deraison 1 .
Lasuite des entiers naturelsimpairs est une suite arithmétique de raison 2 .
Soit (un) lasuitedéfinieparup=4n+4. L’ astuce :
Pour toutnl IN,onaup—uUn=4(n+1)+4-(4n-4)=4 calculer U g — Uy
Ainsi pour toutnl IN,onau,;=u,+4 et (u,) estunesuite arithmétique deraison 4 .

Plus généralement, on montre de la méme facon, que toute suite (U ,) définieparu,=an+b (otal IRetbT IR) est unesuite
arithmétique de raison a et de premier termeb .

Et laréciproque! ! !
B ) DEFINITION PAR UNE FORMULE EXPLICITE

Soit (U, ) une suite arithmétique de premier termeu g et deraisonr .
Alors, pour tout entier naturel n, ona: Up=Ug+nr

Preuve :
1_ Ui=Ugtr
Ve

Additionnons membre & membre les n égalitésci-contre: | ..o
T Up1=Up2*r

On obtient :

(Up+Uup+ ... +Up1)+Up=Ug+(Ug+U+ ... +Up)+NT
Et aprés simplification :

Up=Ug+nr

Ex: Soit u , la suite arithmétique définiepar ug=7etr=12 ,aorsug=7+6" 12=79 ...
Plus généralement :

Soit (u ) une suite arithmétique deraisonr .

RIS 2I0e SR 5 FrUee TP SaRPE QU8 Premier terme delastiteest Ug)  Up=Ua ™ (P=TJT

Onaup=ug+pr etug=uo+qr,doncup—uq=pr—qr et up=uq+(p—q)r

Intéréts:
Cette formule permet de calculer n’importe quel terme d’ une suite arithmétique dés que I’ on connait la raison et un terme
quelcongue (il N’ est pas nécessaire de connaltre u o )
Cette formule permet aussi de calculer laraison d’ une suite arithmétique dont on connait deux termes.

F

Soit (u ) une suite arithmétique telleque u,=4 et u,=10.
Onaus=u,+(4-2)r,doncr=...=3.

Soit (u ) une suite arithmétique définiepar u o =30€etr=2.
Onau20=u10+(20—10) 2=50.

C) MONOTONIE
Les résultats suivants ne sont pas surprenants :

Soit (u,,) une suite arithmétique deraisonrr .
Sir>0, aorslasuite (u,) est strictement croissante.
Sir<0, aorslasuite (u,) est strictement décroissante.
Sir=0, aorslasuite (u,) est constante.




D) SOMME DE TERMES CONSECUTIES

Remargue préliminaire : NOMBRE DE TERMES D’UNE SOMME

Ui+ U, est une somme de deux termes ; U 4 + U » + U 3 est une somme de trois termes
De maniére générale, u; + U+ ... + U, est une somme de p termes.

Comment faire ( sans compter sur les doigts ) pour calculer le nombre de termesdelasommeu o + U3+ ... + U ?
Onpeut écrireu o+ U3+ ... +Usg= U410+ Upipnt ... + Ugsens
La somme adonc 45 termes, cest adire56 —12 + 1

Plus généralement :

Lenombre determesdelasommeu,+ Uy + ... +Uq (P, qentiersnaturelstelsque p£ q) estq—p +1

Etude d’un exemple fondamental : SOMME DES N PREMIERS ENTIERS NATURELS

On considerela suite (u ) définie, pour tout entier naturel n, paru,=n.
CdculonslasommeS=u;+uU,+...+u,=1+2+...+n.

Onpeutécrire: S=1+ 2 + 3 +..+(n=-2)+(n-1)+n
S=n+(n-1)+(n-2)+...+ 3 + 2 +1
En additionnant membre a membre, on obtient :

2S=(n+1)+(n+1)+..+(n+1) cestadire 2S=n(n+1) etdonc g=n(n+1)
— W, 2
Casgénéral : En utilisant laméme idée, A
S= a + (a+r) + (a+2r) +..+b aetbsont lestermesextrémesde S
S=b + (b-r) + (b=-2r) +..+a r estlaraisondela suite

On montre de fagon plus générale que :

. . . " p — . premier terme + dernier terme
Lasomme de termes consécutifs d’ une suite arithmétique est égale au S = nombre de termes” 2 2
produit du nombr e de ter mes par la demi-somme des ter mes extr émes.
Ex:

Soit (u ) une suite arithmétique deraisonrr .

p +
LasommeS=u;+Ug+..+u;s=9 YzrUis
2

Soit (v ) lasuite arithmétique de raison 4 et de premier termev o= 15.
Onavg=vo+4 8=15+32=47

Onendéduitquevg+vi+...+vg=9

. V0+V8=9» 15+47:279
2
Rem : Moyennearithmétique
+C

. . o . . L a
Si a, b et c sont trois termes consécutifs d’ une suite arithmétique alorsb =

De maniere plusgénérale, i Uy, Upsq, ... , Upen SONt N+ 1 termes conséeutifs d’ une suite arithmétique, alors
la moyenne arithmétique de ces termes est |la moyenne arithmétique des termes extrémes : Up* Upm
2

3) SUITESGEOMETRIQUES
A ) DEFINITION PAR RECURRENCE

On dit qu'une suite (u ) est une suite géométrigue , s'il existe un réel g tel que pour tout entier naturel n ,
onait Upsy=qu, .
Leréd qest appeléraison delasuite(u,) .

g peut-étre positif ou négatif
et nonnul ( sansintérét)

Uo Ui us us Ug u s X
On passe d' un terme de la suite au

NN AN AN A A A terme suivant, en multipliant par g .
~ > g N e

E

Soit (u, ), lasuite des puissancesde 2 , définiepar u,=2"
Pour tout entier naturel n,ona Uy =2™=2"2"=2" u,
Cette suite est donc une suite géométrique de raison 2 .
Soit (v ,,) lasuite définieparv,=n5".

n+l

Pour tout nT IN", ona¥ett =5 2 e qui n"est pas un rapport constant. L astuce - o
Vi n caculer =™

Lasuite (Vv ) n'est donc pas une suite géométrique. tn

Soit (w ;) lasuite définie pour tout entier naturel n, parw , = 4" 3"
Pour toutnT IN ,onawp;=4" 3™=3" (4°3")=3"w,
Cette suite est donc une suite géométrique de raison 3.



Plus généralement, on montre de laméme fagon, que toute suite (u , ) définieparu,=aq" (oual IR etql IR") est unesuite
géométrique de raison g et de premier terme a.

Et laréciproque! ! !
B ) DEFINITION PAR UNE FORMULE EXPLICITE

Soit (U ,) une suite géométrique de premier termeu et deraison g .
Alors, pour tout entier naturel n, ona: u,=ug q"

Preuve :

(uy) est une suite géiométrique, doncu;=ugq.Puisu,=u;q=(ugg)g=uoeq?

Et ainsi de proche en proche, car lorsqu’ on aura établi que pour I’ entier naturel p, u, =uoqP, onendéduiraque U =UgQ L
Eneffetup=u,q =uoqPq=uoeq®*.

Ex: Soit u , la suite géométrique définiepar u =7 etr=12, adlorsus=7" 12°= 12096

Plus généralement :

Soit (U, ) une suite géométrique de raison q . Quels que soient lesentiersnaturelsmetn,onau, =u,” g™ "

Preuve : ( Pour lapreuve, on suppose que le premier terme de lasuiteest uo)
Onaun,=ug g™ etu,=uy'q"
1 U_m —91_ m-n —_ 4 m-n
gt 0,donc ==4—=q etum=un g
up q"
Intérét : Cette formule permet de calculer n'importe quel terme d’ une suite géométrique des que I’ on connait laraison et
un terme quelconque (il n’est pas nécessaire de connaitre u ¢ )
Ex:
Soit (u,) une suitegéométriquedéﬁnie paru,,=30etq=2.
Onauyz=uy 27%°=30"23=30" 8=240
Soit (v ) une suite géométriquetellequev,=5 et vg=320.
Onavg=v, q®?donc320=5" q°cestadireq®=64
Il'y adonc deux valeurs possiblesq=20u q=-2
Rem: Moyenne géométrique
Si a, b et ¢ sont trois termes consécutifs d’ une suite géométrique alorsb2=ac .

S trois nombres positifsa , b et ¢ vérifient b2 = ac, on dit que b est la moyenne géométrique de a et c .
C) MONOTONIE

Soit (u ) une suite géométrique de raison q ( strictement positive ) et determeinitial ug .

Attention : Cette formule ne permet pas de calculer lar.
d' une suite géométrique dont on connait deux termes .

Si0<g<letuy<O0,dorslasuite(un) eststrictement croissante. Si g <0 lastite est alternativement

Si0<g<letuy>0,aorslasuite(u,) est strictement décroissante. positive puis négative ...

Si q>letuy<0,aorslasuite(u,) est strictement décroissante.
Si g>1letuy>0,aorslasuite(u,) est strictement croissante.

Sig=1,dorslasuite (u,) est constante.

Idée de preuve : SoitnT IN.
Onau,=up q"euns1=Ug
Ainsi Un+1—Un=Uo  q""*=uo q" =uo” (9" '-q")=q"" uo” (q-1)
g > 0; on en déduit quelesignedeu,+1—up estlesignedeug” (g -1) ...
D) SOMME DE TERMES CONSECUTIFS
Etude d’un exemplefondamental : SUITE GEOMETRIQUE DE PREMIER TERME U =1.

On considére lasuite (u ) définie, pour tout entier naturel n, paru,=q" (g? Oetq! 1)
CdculonslasommeS=u,+U,+...+u,=1+q +q2+...+q".

n+1

Onpeutécrire: S=1+ g + g2+ ...+q™+qg"
qS:q + q2_+_ q3+ _“+qn +qn+l
Par soustraction membre & membre, on obtient : 1
S-qS=1-q™! cestadire (1-q) S=1-q™ et donc S=%]—
-q
Casgénéral : Soit (U, ) une suite géométriquederaisonq (gt 0,qt 1).
CdculonslasommeS=u,+us+... +uUg
OnaS=us+qus+q®us+q us+qius=us(1+q+9® +q° +q*)
Ains S=u, —+=9"
1-q

Pour calculer la somme de termes consécutifs d’ une suite géonrpn%rg que n%g raison g, on applique laformule suivante:
4-9 "

S=premier terme”
1-q

Ex: Soit (v ) lasuite géométrique définie , pour tonit nT IN,parv,=2"
n+
Ona1+2 +2%2+.. +2"=1" 122~ Onendéduitque 1+2 +22+ .. +2"=2""1_1



