FONCTIONS POLYNOMES ET SECOND DEGRE

1) FONCTIONS POLYNOMES
A) PROBLEMES DE NOTATION

Si ’on veut nommer n réels, choisir une lettre distincte pour désigner chacun d’entre eux , est trés laborieux surtout si il y a plus de 26 réels.
Heureusement, en mathématiques, on a une solution pour remédier a ce petit probleme :

On choisit une seule lettre, a par exemple, et on désigne chacun de ces réels par cette lettre affectée d’un indice, par exemple a, (‘qui se lit « a indice 1 »
ou « a 1 » pour les pressés )
Ces n réels sont désignés alors par :
ap, d;, dsz,..., d,
Les pointillés représentent tous les réels a; que [’'on n’a pas écrits .

B) DEFINITION

On appelle fonction polyndme ( polyndome pour simplifier ) toute fonction définie sur IR, qui peut s’écrire sous la forme :

X—a, x " +a, x" . +a x+a (ou n est un entier naturel et ag, a; , ... , a, sontn + 1 réels )
Rem :
e Le polyndome de la définition est ordonné suivant les puissances décroissantes de x .
e Un polyndme est toujours défini sur IR ; il n’est donc pas nécessaire de le répéter systématiquement .
e  La fonction, définie sur IR, par x —— 0 est la fonction polynéme nulle .
e Les fonctions constantes (x —— k), Les fonction affines (x —— ax+b), les fonctions puissances (x —— x " ) sont des polynomes .
Ex
e La fonction P, définie, sur R parP : x —— (x—1)(x—2) (x—3) est un polynéme.

En effet, aprés développement, on a pour tout réel x, P (x)=x’—6x>+11x—6

x2+1)(2x-1
x2+1

En effet, aprés simplification, on a pour tout réel x, G(x)=2x-1

2 _ .
11 n’est pas un polynome car elle n’est pas définie sur IR .

e Lafonction Q, définie sur R, parQ : x —— est un polyndme.

e Lafonctionh:x —— X

C) UNICITE DE LA DEFINITION ET DEGRE D’UN POLYNOME ( admis )

Soit P un polyndme non nul . Alors il existe un unique entier naturel n et des réels uniquesa, a,_;,...,a;,a,
(aveca,#0), tels que, pour tout réel x :
P(x)=a,x"+a x"'+.. +ax+a

n est appelé le degré du polynome P et onnote deg(P)=n.Lesréelsa, a, 1,...,a;,aosontappelés les coefficients du polynéme P . Plus
précisément , a  ( avec 0 < k <n) est le coefficient de x ¥ (ou du terme de degré k )

Ex:
e  Toute fonction constante non nulle est un polynéme de degré 0

e Toute fonction affine x — ax +b (avec a = 0) est un polynome de degré 1

e  Toute fonctionx — ax*+bx+c (aveca=0)estun polynome de degré¢ 2 ( ou trindme de degré 2 )

e  Toute fonction x ——a,x" (avec a,# 0) est un mondme de degré n

Rem
e  Le polynome nul n’a pas de degré.
e  Certains coefficients d’un polynéme non nul peuvent étre nuls.
Par exemple pour x — x* +3 x * +x, les coefficients des termes de degré 0 et 2 sont nuls.

D) POLYNOMES EGAUX ( admis )

Deux polyndémes non nuls sont égaux si, et seulement si, ils ont le méme degré et si les coefficients de leurs termes de méme degré sont égaux.

Ex :

Pour tout réel x , ax4+bx3+cx2+ex+f=%x4+\/§x273x =N a=%, b=0, c=42, e=-3 et f=0



2) TRINOME DU SECOND DEGRE
A) DEFINITION

e On dit que a est le coefficient de x2, b le coefficient de x et c le terme
constant .

oUn polyndme du second degré est toujours défini sur IR ; il n’est donc pas
nécessaire de le répéter systématiquement .

ePar abus de langage, on utilise souvent 1’expression trindme du second
degré ax?>+bx+cau lieu de trindme du second degré x —— ax>+bx+c¢

On appelle fonction polynome du second degré ( ou trinome du
second degré ) toute fonction définie sur IR, qui peut s’écrire sous la
forme :

x——ax*+bx+c (oua,betcsontdesréelseta=0 )

Ex:
e  Les fonctions suivantes ( définies sur IR ) sont des trindmes du second degré:

X—3x2+2x+3 , x—4x2et x—(x+1)°=(x-1)> (carpourtoutréelx, (x+1)* —(x—-1)°’=6x2+2)
e lafonctionx — (x+1)*—(x—1)* n’est pas un trindme du second degré car pour toutréel x, (x+1)>—(x—-1)=4x

B) FORME CANONIQUE ( retenir la méthode )
Soitf:x — ax2+bx+c(a=#0)untrindme du second degré .

b

Commeaio,pourtoutréelx:ax2+bx+c:a(x2+—x+£)
a a

Cette écriture s’appelle forme canonique

Or x2 + 2 x est le début du développement de ( x + 0Dy (D)2 du trindme
a 2a 2a 2a
b b ¢ b b?—4ac
Donc, pour toutréel x ,ax?+bx+c=a((x+—)? —(=—=)?*+=) =a (x+=—)>*- ——)
2a 2a a 2a 492
Rem : le réel b>— 4 a ¢ se note A (delta) et s’appelle le discriminant du trindme .
C) VARIATIONS ET REPRESENTATION GRAPHIQUE
a>0 a<0
b b
X -0 — Z + oo X - 00 — Z + oo
b
f(x) \ b / Hx) / f(_2a) \
f-25)
f admet un minimum en — 23 fadmet un maximum en — 2£
a a
e  Lareprésentation graphique dans un repére orthogonal est une parabole , dont le sommet est S ( 72%1 (= 2%1 )
e Ladroite d’équation x = —% est un axe de symétrie de P .

e Sia>0, les branches de la parabole sont tournées vers le haut.
e Sia<0,les branches de la parabole sont tournées vers le bas.

y=-05x+2x+2

y:2x2+4x+1

Rem :

Comme nous I’avons vu, le trindme du second degré f: x —— ax2+bx+c (aveca=0), peut aussi s’exprimer sous la forme

f: x— a((x-a)2+p) . Ainsifest une fonction associée a la fonction x —— x 2.

La courbe r_eprésen_)tative de la fonction f: x —— ax2+bx+c ,s’obtient a partir de la parabole P d’équation y = x 2 en effectuant une translation de
vecteur o0 i + 3 j , puis une dilatation , c’est a dire une “ une multiplication par a”



3)EQUATION DU SECOND DEGRE ET FACTORISATION

A ) DEFINITION
Une équation du second degré a une inconnue x est une Soit le trindme du second degré f: x ——ax>+bx+c (a=0)
équation qui peut s’écrire sous la forme L’équationax>+bx+c=0s"écritaussi f(x)=0.
Résoudre cette équation dans IR, c’est trouver tous les réels u qui
ax?+bx+c=0 (oua,betcsontdesréelseta=0) vérifient f (u) =0 . Ces solutions sont appelées racines du trindme f.
B) RESOLUTION
. b A b A
2 + + — + = 2_ =\ = + = 2 = =
a# 0, donc, pour tout réel x, ax*+bx+c=0 < a((x 2a) 4a2) 0 < (x 2a) o
Trois cas se présentent :
SiA<0 ﬁ <0 etI’équation n’a donc pas de solution dans IR . (‘un carré n’est jamais strictement négatif)
b b
iA= +—)2=0 &ox+—=0
SiA=0 ( X 2a ) X 2a
L’équation a donc pour unique solution dans IR : xo = 723
a
SiA>0 +byao 3@ 2 + D2 3@ 2 = +b NA +£+3Q -
(x 2a) (5 < (x 2a) () 0 < % 2a ) (x % 72a )=0
L’équation a donc deux solutions distinctes dans IR :
_ —b-4A _—b+a/A
X; = et Xy =
2a 2a
Ex: Résoudre dans IR les équations ci-dessous :
6x2-x—-1=0 (a=6,b=-1,c=-1) x2-3x+4=0 (a=1,b=-3,c=4) 2x2-12x+18=0(a=2,b=-12,c=18)
A=(—1)2—4x6x(-1)=1+24=25 A=(-3)—4x1x4=9-16=-7 A=(-12)2—4x 2 x18 =144 144=0
A >0, donc I’équation 6 x> —x — 1 = 0 admet A =0, donc I’équation 2x* - 12x + 18 =0
deux solutions dans IR : A <0, donc I’équation x> — 3x + 4 = 0 n’a pas de | admet une solution dans IR :
X:1757_lct X _1+5_1 solution dans IR . )(:_7]2:3
T2 3 T 2 " T2x2
_, 11 S=0
S=im3ig) S=1{3}
Rem :

e Il n’est pas toujours utile de calculer le discriminant . (ex :4x*> —9=0,5x>-4x=0,...)

e Lorsque a et c sont de signes contraires —4 a ¢ > 0 donc A > 0 et ’équation a x> + b x + ¢ = 0 admet deux solution distinctes .

e  Lorsque I’équation a x* + b x + ¢ = 0 admet deux racines X, et X, , alors :

Application :

<
o

X tXp=—= et X)Xy ==

~©
~©

- Vérifier le calcul des solutions de I’équationax>+bx+c=0.

. . ., . [
- Trouver une racine connaissant I’autre . (ex : 1 est une solution évidente de 2 x> — 5 x + 3 =0, donc 1’autre racine est P

- Déterminer le signe des racines sans en connaitre les valeurs .

On a vu que , pour tout réel x : ax2+bx+c=a((x+2£)27
a

C) FACTORISATION DU TRINOME ax?>+bx+c¢

A
el

Trois cas se présentent :

A<0 Le trindme n’a pas de racine ; il est inutile d’espérer factoriser ce trindme en produit de polyndomes du premier degré .

b

A=0 ax2+bx+c:a(x+£)2:a(x+%)(X+%) ( —%estappeléeracinedoubledutrinéme)

A>0 ax?+bx+c=a(x—x;)(x—-%X;) (oux;etx,sontlesracines du trindme )

N W




4) SIGNE DUTRINOME ax>+bx+c¢

Etudions le signede f (x)=ax*+bx+c(a=0)

e SiA>0
Soit x; et X, les racines du trindme ( avec, par exemple X; <X, )
On a donc :

fix)=a(x-x)(x-x3)

Pour résumer : “ax*>+b x+ ¢ est du signe de a sauf entre les racines ”

. SiASO,onutiliselaformecanonique:f(x)=a((x+2£)2—%)
a

-SiA<0, (x+ ZL) 2— ﬁ est strictement positif et donc , pour tout réel x, a x>+ b x + ¢ est du signede a .
a

X -® X1 X2 +90
X — X D +
X —Xp 0 +
(x=x) (X-%) p P+

-SiA=0, f(x)=a (x+2£)2 et donc,pourtoutréelx;ﬁf%, ax>+b x+cestdusignedea ( pourx=—2£,f(x)=0)
a a a

Ex : Résoudre dans IR 'inéquation f (x) <0 avec f(x)=2x>+5x-3

A=49 (>0); les solutions de I’équation 2 x>+ 5 x—3 =0 sont donc x; =—3 et x, =%

Or f ( x ) est du signe de a =2 sauf entre les racines . Ainsi I’ensemble des solutions est S=]-3;

5) RECAPITULATIF ET LIENS AVEC LES REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

1
5[

A>0

Racines de f X = ﬂ et x M

2a 27 2a

f(x)=a(x-x9)2=a(x+

b)2
a

A<0

Pas de racine

Pas de factorisation

Factorisation f(x)=a(x—-x1)(x-Xp)
x’ \ / X
a>0
Signe de f(x) + 0 - 0 +
X,
x’ X
a<o

Signe de f(x) - 0 + 0 -




