LFC 2002/2003

Classe : 1e S


Devoir de mathématiques




On considère la fonction définie par :



f(x) = x3 – x2 – 2x + 1

Partie 1

1. Déterminer l’ensemble de définition et de dérivabilité de f
2. Déterminer les variations de la fonction f.

3. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble définition.

4. Tracer la fonction f dans un repère orthogonal (O, 

 CarSpeciaux 190\f Symbol \s5\h 

 CarSpeciaux 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());i)
,

 CarSpeciaux 190\f Symbol \s5\h 

 CarSpeciaux 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up8(\d\fo2());j)
)

Partie 2

On considère la fonction g définie sur ]-2 ; -1] par :



g(x) =  eq \s\do1(\f(7(x + 2); ( f(x) + 7))) – 2
1. Montrer que g est bien définie sur ]-2 ; -1]. On s’appuiera sur les résultats de la partie 1.

2. Montrer que g est dérivable  sur ]-2 ; -1] et que :

Pour tout x de ]-2 ; -1] on a : g’(x) =  eq \s\do1(\f(-7k(x); ( f(x) + 7)2 ))
 avec 
k(x) = 2x3 + 5x2 – 4x – 12

3. Dresser le tableau de variations de la fonction k sur ]-2 ; -1] et en déduire son signe sur ce même intervalle.

4. En déduire les variations de la fonction g.

5. Montrer qu’il existe trois réels a, b et c tels que : 

pour tout x de EQ \o\al(I;\d\fo2()R) , x3 – x2 – 2x + 8 = (x + 2)(ax2 + bx + c)

Déterminer alors la limite de la fonction g en –2. 

6. Pour tout réel ( de ]-2 ; -1] on considère le point A de coordonnées ( ( ; f(()) et le point B de coordonnées (-2 ; f(-2)).
Déterminer une équation de la droite (AB) et montrer que l’abscisse du point d’intersection de (AB) avec l’axe des abscisses est g(().
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EXERCICE N°1

1. f est définie et dérivable sur EQ \o\al(I;\d\fo2()R) en tant que fonction polynôme.
2. Pour tout x de EQ \o\al(I;\d\fo2()R) :

f’(x) = 3x2 – 2x – 2

     Soit ( le discriminant du trinôme 3x2 – 2x – 2 : ( = 4 – 4x3x(-2) = 28

      ( est strictement positif donc le trinôme admet 2 racines :


x1 = 28) eq \s\do1(\f(2 + ;6))
 = 7) eq \s\do1(\f(1 + ;3))


et 

x2 = 7) eq \s\do1(\f(1 - ;3))

    f’ est du signe de 3 sauf entre ses racines, on en déduit le tableau suivant :

x            - CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h                               x2                                  x1                                          + CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h

f’(x)
+
-
+
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3. Pour tout x de EQ \o\al(I;\d\fo2()R)* on a :

    f(x) = x3 1;x)) eq \b(1 –  –  eq \s\do1(\f(2;x2)) +  eq \s\do1(\f(1;x3)))

or :   eq \o(lim;\s\do11(x ( + ))
  eq \s\do1(\f(1;x)) =  eq \o(lim;\s\do11(x ( + ))
   eq \s\do1(\f(2;x2)) =  eq \o(lim;\s\do11(x ( + ))
    eq \s\do1(\f(1;x3)) = 0   et     eq \o(lim;\s\do11(x ( + ))
x3 = + CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h
     On en déduit que :   eq \o(lim;\s\do11(x ( + ))
  1;x)) eq \b(1 –  –  eq \s\do1(\f(2;x2)) +  eq \s\do1(\f(1;x3)))
   = 1  

et que  eq \o(lim;\s\do11(x ( + ))
 x3 1;x)) eq \b(1 –  –  eq \s\do1(\f(2;x2)) +  eq \s\do1(\f(1;x3)))
 = + CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h  par multiplication.

   Conclusion :  eq \o(lim;\s\do11(x ( + ))
f(x) = + CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h et par le même raisonnement :  eq \o(lim;\s\do11(x ( - ))
f(x) = - CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h
4.
Partie 2

1. D’après la partie 1,  f est strictement croissante sur ] - CARSPECIAUX 165 \f "Symbol"\h ; x2]


Par ailleurs x2 > -1  et on a f(-2) = -7

f est donc strictement croissante sur ]-2 ;-1] et f(-2) = -7.


On en conclut que pour tout x appartenant à ]-2 ;-1], f(x) CARSPECIAUX 185 \f "Symbol"\h -7.


Par conséquent g est bien définie sur cet intervalle.

2. g est dérivable sur ]-2 ;-1] en tant que fonction rationnelle définie sur cet  intervalle.

Pour tout x de ]-2 ;-1] on a :


g’(x) =  eq \s\do1(\f(7(f(x) + 7) – 7(x + 2)f’(x); (f(x) + 7)2))
=  eq \s\do1(\f(7(x3 – x2 – 2x + 8 – (x+ 2)( 3x2 – 2x – 2)); (f(x) + 7)2))
 =  eq \s\do1(\f(7( x3 – x2 – 2x + 8 –(3x3 – 2x2 – 2x + 6x2 – 4x – 4)); (f(x) + 7)2))
 =  eq \s\do1(\f(7(-2x3 – 5x2 + 4x + 12); (f(x) + 7)2))
 =  eq \s\do1(\f(-7k(x); (f(x) + 7)2))       avec   k(x) = 2x3 + 5x2 – 4x – 12

3. k est dérivable sur ]-2 ;-1] en tant que polynôme.

Pour tout x de ]-2 ;-1] on a :




k’(x) = 6x2 + 10x – 4

Soit ( le discriminant de ce trinôme :  ( = 100 – 4x6x(-4) = 196

(>0 donc k’ admet deux racines :



x3 = 196) eq \s\do1(\f(-10 - ;12))
 = -2

et

x4 = 196) eq \s\do1(\f(-10 + ;12))
 =  eq \s\do1(\f(1;3))
k’ est du signe de 6 sauf entre ses racines.

On en conclut que : pour tout x de ]-2 ;-1] on a : k’(x)<0

On en déduit le tableau suivant :

      x                 -2                                    -1

k’(x)
-

k
     

De plus :   eq \o(lim;\s\do8(x ( -2))k(x) = 0.  On en déduit que  pour tout x de ]-2 ;-1],   k(x)<0.

4. A l’aide de la question 3, on a : k’(x)<0 sur ]-2 ;-1]

De plus, (f(x) + 7)2>0 sur ]-2 ;-1]

On en déduit que : pour tout x de ]-2 ;-1], on a : g’(x)>0.

Par conséquent g est strictement croissante sur ]-2 ;-1].

5. On a :


x3 – x2 – 2x + 8
x+2

       -(x3+2x2)                x2 – 3x + 4


   -3x2 – 2x + 8


-(-3x2 – 6x)



  4x + 8



  4x + 8




0


On en déduit que pour tout x de ]-2 ;-1], x3 – x2 – 2x + 8 = (x + 2)( x2 – 3x + 4)

Rq : on aurait aussi pu développer et faire une identification.

On en déduit que : pour tout x de ]-2 ;-1],

 g(x) =  eq \s\do1(\f(7(x + 2); (x+2)(x2 – 3x + 4)))  - 2 =  eq \s\do1(\f(7; x2 – 3x + 4))  - 2

Par conséquent,  eq \o(lim;\s\do8(x ( -2)) g(x) =   eq \s\do1(\f(7; (-2)2 – 3(-2) + 4 )) - 2 =  eq \s\do1(\f(-3;2 ))
6. (AB) admet une équation du type y = mx + p.

m =  eq \s\do1(\f(f(() – f(-2); ( +2)) =  eq \s\do1(\f(f(() + 7;( + 2))
De plus,  B appartient à (AB) donc :


-7 = m(-2) + p CARSPECIAUX 219 \f "Symbol"\h p = -7 + 2m = -7+ 2  eq \s\do1(\f(f(() + 7;( + 2))  

CONCLUSION :   y =  eq \s\do1(\f(f(() + 7;( + 2)) x –7 + 2  eq \s\do1(\f(f(() + 7;( + 2))  est une équation de (AB)

Déterminons l’abscisse x0 de son point d’intersection avec l’axe des abscisses :


 eq \s\do1(\f(f(() + 7;( + 2)) x0 –7 + 2  eq \s\do1(\f(f(() + 7;( + 2)) = 0
CARSPECIAUX 219 \f "Symbol"\h 
x0 = f(() + 7;( + 2)) eq \b(7 –2 )
 x  eq \s\do1(\f(( + 2;f(() + 7)) =  eq \s\do1(\f(7(( + 2); f(() + 7)) – 2 = g(() par définition de g.
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