GENERALITES SUR LES FONCTIONS
1) QUELQUES RAPPELSESSENTIELSSUR LA NOTION DE FONCTION
A)DEFINITION

Pour schématiser , une fonction est un procédé qui associe a chaque réel d’'un

intervalle donné un uniqueréd . X nereprésente pas un réel donné , mais
n'importe lequel des élémentsdel’intervallel .
Mathématiquement parlant , on caractérise une fonction de lafagon suivante: On dit que x est une variable .( On peut aussi
f:l wxe IR utiliser leslettresu, t , etc)

xane f(X)
Cette écriture signifie que lafonction f , définiesur I'intervallel , associeatout réel [ On a appelélafonction f , mais rien ne nous
x del’intervallel , le (il est unique) réel notéf (x) , appelé image de x par f . obligeal’appeler ainsi . ( On utilise souvent les
lettresg, h, etc ou f1,f2...)

Rem:
= Danslapratique, lesfonctions sont souvent données sans que soit précisél’ ensemble de définition.
Danscecasn’oubliez pasde chercher Df , en vousrappelant qu'il s'agit detouslesréelsx telsquef ( x) soit calculable.

=  Lesfonctionspeuvent aussi étre définies sur desréunionsd’intervalles.

Par exemplelafonctioninversef : x-#%e L est définiesur IR .
X

B ) REPRESENTATION GRAPHIQUE

Le plan est muni d’un repére orthogonal (O; /|® 3/j®) . Si possible, on prend e repére
orthonormal —

Soit f unefonction définie sur une partiel delR (1 est unintervalle ou uneréunion d'intervalles) .

L’ ensemble des points M de coordonnées ( x , f (x) ) ou x décrit | estlacourbereprésentative (oureprésentation graphique) dela

fonction f dansleplan.

y Ciiy=1(x)
b Onnote, le plussouvent, C; lacourbereprésentative def.
a) \/
Kf On dit quelacourbe C; apour équation cartésienney =f (x ) relativement
aurepére(o;z'i®,%j®).
O|x1 3? X2 a x3 X

Rem:

* Onadéainsistésurlefait que pour tout réel x del , f (x) est unique.

On en déduit uneinterprétation géométrique : toute droite paralléle a I’ axe des ordonnées coupe la courbe représentative d' une
fonction en au plusun point . Ceci est un moyen simple pour savoir si une courbe représente ou non une fonction ...

= f(a)est!’'uniqgueimagedea .

= X1, x2 et x3 sont|es antécédents deb . ( Unréel peut admettre aucun antécédent, ou un, ou plusieurs antécédents. )

2)PARITE

nepasoublier delevérifier

Soit f unefonction définie sur un ensemblel centréen zéro.
=  Onditquefestpairesi, pourtoutréel xdel ,f (-x)=f(x). | centrée en zéro signifie que pour
tout éément x del , —x est aussi

=  Onditquef estimpairesi, pour tout réel x del ,f(-x)=-f(x). dans|

Rem: IR etIR" sont biensir centréssur 0. Si unefonction f est définiesur IR ou IR", il suffit seulement de montrer une des deux relations.



Ex:
Lesfonctionsx #%e Y2x Y2, X #%® COSX € X %o X2 , définiessurIR, sont desfonctionspaires.

Lesfonctionsx #%e X, X #%e SinX et X #%e X° ,définiessur IR, et lafonction x %%@1 , définie sur IR", sont des fonctionsimpaires .
X

| nterprétation graphique :

Le plan est muni d'un repére orthogona (O; T , yjé)) . | [ |
1 |

Lacourbe représentative d’ unefonction paire admet |’ axe des ordonnées pour axe de A 1] /
symétrie. I'I, : '."I

Ex:f:x #ue x2—1 Voal

Lacourbe représentative d' une fonction impaire admet le point O pour centre de symétrie.
Ex:f:x #ue 3x°

Rem : Si unefonction f est paire ouimpaire, il suffit del’ étudier sur Df C IR+ .
3) VARIATIONS
A ) FONCTION CROISSANTE ... On ne parl e de croissance ou de décroissance

guesur unintervalle
Soit f unefonction définie sur unintervalle | . Ondit que:

. f est croissante ( resp. strictement croissante ) sur |, lorsque pour tousréelsx et x’ del , telsquex < x’ ,
onaf(x)Ef(x) (resp.f(x)<f(x)).

" f est décroissante ( resp. strictement décroissante ) sur |, lorsque pour tousréelsx et X’ del , telsquex <x’,
onaf(x)3 f(x) (rep.f(x)>f(x)).

. f est monotone ( resp. strictement monotone) sur |, lorsquef est soit croissante ( resp. strictement ) sur |, soit décroissante
(‘resp. strictement ) sur | .

Etudier lesvariations d’ une fonction, ¢’ est préciser lesintervalles sur lesquelslafonction est monotone.
On résume ces résultats dans un tableau appel € (comme vous le savez ) tableau de variations .

B) EXTREMUM

Soit f unefonction définie sur unintervalel , x,, et xy deux réelsdel . Ondit que:
. f admet un minimum sur | en x,, , si pour tout réel x del , f (X )£ f(X).
" f admet un maximum sur | enxy , Si pour tout réel x del ,f (xy )3 f(x).
Ex: Pour tout réel x ,x2+13 1 .Deplus 02+1=1

Ainsi, lafonction x #%e X 2+ 1 admet 1 comme maximum en 0

Soit f unefonction définie sur unintervalle!l . Ondit que:
= festmajoréesurl,s'il existeun réel M tel que pour toutx del ,f (X )£ M. Tout réel M’ supérieur & M est aussi un majorant def .
Ondit que M estun majorant def .

= festminorée surl,s il existeun réel mtel quepour toutx del, f(x)3 m.

On dit que m estun minorant def . Tout réel m' inférieur @ mest aussi un minorant def.

= festbornéesurl, s elleest minorée et majoréesur | .

Une fonction est majorée par son maximum et est minorée par son minimum .

Attention :
Une fonction peut admettre un majorant (.ou un minorant ) sur un intervalle sans admettre forcément de maximum( ou de minimum) .

Ex_: Lafonction inverse est minorée par O sur I'intervalle] 0; +¥ [, maisOn’est pasun minimum ...

I nterprétation graphigue ;

M :
/ \/ Dire que, sur unintervallel, f est minorée par m et f est majorée par M ( c'est adire
\ f est bornée) revient adire graphiquement que lacourbe représentative def restreinte
: \/ al est située entre les deux droites paralléles d’ équationy =mety = M

m

Remargueimportante : Lanotion dedérivée que nousverronsplustard est un outil trés performant pour I’ étude desvariations ;

nous ne nous attarderons donc pas sur les méthodes que vous avez vues en classe de seconde.



4) PANORAMA DESFONCTIONS DE REFERENCE

Repr ésentations graphiques
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Fonctions Ensemble de définition, variations ...
= Df=IR
= Sa>0
f:Xane ax+Db f est strictement croissantesur IR
= Sia<0
f est strictement décroissante sur IR
= Df=IR
) 2 = festpare
f X wmve X . . .
= feststrictement décroissantesur ] -¥ ; 0] et strictement
croissantesur [ 0 ; +¥ [
= Lacourbereprésentative de f est une parabole de sommet O.
= Df=IR
X e X3 = festimpare
= feststrictement croissantesur IR
= Df=IR
1 = festimpare
fiX smo ; = feststrictement décroissante sur ] ¥ ; O[ et strictement
décroissantesur] 0; +¥ [
= Lacourbe représentative def est une hyperbole de sommet O.
= Df=[0;+¥
fiX sso \/;( [ . [ .
= feststrictement croissantesur[0; +¥ [
= Df=IR
f 1 X sine |X| = festpare
= feststrictement décroissantesur ] ¥ ; 0] et strictement
croissantesur[0; +¥ [
* Df=IR
= festpare
f - X e COSX = festpériodiquedepériode 2 p
cos(X+2p)=cosx
= Lacourbereprésentative de f est unesinusoide
= Df=IR
. * festimpare
f:Xane SNX

= festpériodiquedepériode2p
sin(x+2p)=sinx

= Lacourbereprésentative def est unesinusoide




5) FONCTIONS ASSOCIEES

Soit f et g deux fonctions définies sur Df et Dg . On note Cf et Cg leurs courbes représentatives dansle plan muni d'un repére orthogonal (O; yla , yja) .

Si pour tout réel x deDg,ona :

lacourbe Cg est I'image de la delacourbe Cf par

g(x)=f(x-a)+b (oual IRetbl IR) éf" © g(x)=—f(x) .dors:
dors M’ acourbe Cgest I'image
e
Cg

courbe Cf par latrandation laréflexion d' axe (Ox)

w W »
devecteurv =ai1 +b |

g(x)=f(=x) ,dors: Cg\ /Cf g(x)=—f(=x) ,dors: 4
lacourbe Cg est I'image de M \M’ lacourbe Cg est I'image de M Cy
lacourbeCfpar 00 lacourbe Cf par
laréflexion d'axe (Oy) 0 lasymétrie decentre O. 0 M’
...d ou I' utilité de connaitre | es courbes représentatives de quel ques fonctions de références .
En exercice, on étudiera également lesfonctions x #xeYaf ( X )2, X #ne f (¥aX ¥2) et X #ne af (X )
6) COMPARAISON DE DEUX FONCTIONS
A)EGALITE
Soit f et g deux fonctions. B
On dit que lesfonctionsf et g sont égales, cequel’onnotef=g, si: | Lesfonctionsf:x #w%e et g (X e YoX Vs
= Df=Dg sont égales.
»  pourtoutx T Df,f(x)=g(x) En effet Df = Dg = IR et pour tout réel x, f (x) =g (x)

B) LANOTATION f£g

I nterprétation graphique :

Soit f et g deux fonctions et | unintervalleinclus dans Df et dans Dg . ] )
Lacourbe représentative de f restreinte al

Ondit quef estinférieureagsur I, cequel’onnotef £ g, si :

- est au-dessous de la courbe représentative E
pourtoutx | I,f(x)£g(x) I
degrestreinteal . (maispassuriR . ..
On définit delaméme maniéref 3 g,f >getf<g. g ( P ) Cf

Rem: Soitunintervallel inclusdansD f :
= Silafonctionf admet M comme majorant sur |, celasignifiequef £g,avecg :x #%e M , et par abusdelangage, onnote f £ M sur | .
= Sf £ 0surl(onditquef estnégativesurl) ,alorslacourbe représentativedef restreinteal est située sous!’axe (Ox) .
= Demémesif3 0...
7) OPERATIONS SUR LESFONCTIONS
A) OPERATIONSALGEBRIQUES
Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur Df et Dg, et k un réel non nul.

opération notation | définition Definie pour :
fonction somme delafonction f et du réel k f+k (f+k)(x)=f(x)+k x| Df

fonction produitdelafonction f par leréel k k f (kf)(x)=k™ f(x) x1 Df

fonction somme des fonctionsf et g f+g (f+g)(x)=f(x)+g(x) x1 Df C Dg
fonction produit des fonctionsf et g f"g (fg)x)=f(x) g(x) x| Df C Dg
fonction différence delafonction f et delafonctiong -g (f-g)(x)=f(x)-g(x) x1 Df C Dg
fonctioninver se delafonction f (% )(X)=f (1x) x1 Dfetf(x)t 0

fonction quotient delafonction f par lafonctiong

Q | =k —

(é)(x)=;4(% x1 Df CDg etg(x): 0




Ex : On considere lesfonctionsf : x #%e —x + 1 définiesur IRetg : X #%o 1 gefinie sur IR
X

= f+gestlafonction définiesur IR" par (f+g)(x)=-x+1+%

L1

= f " gestlafonction définiesur IR" par (f " g)(x)=(-x+1) :—1+%

X
= 5festlafonctiondéfiniesur IR par (5f)(x)=5(—-x+1)=-5x+5

B) VARIATIONS ( preuvesen exercices)

Soit f et g deux fonctions monotones sur unintervallel et k unréel non nul.

= Lesfonctionsfetf+k ontlemémesensdevariationsurl . f—g=f +(-g)...

= Sik>0,lesfonctionsf etk f ontlemémesensdevariationsur | .
=  Sik<0,lesfonctionsf etk f ont dessensdevariation contrairesur | .

= S fetg sont strictement croissantessur | , alorsf + gest strictement croissantesur | .

= S f etg sont strictement décroissantessur | , alorsf + g est strictement décroissantesur || |

«Q |—+

8) COMPOSITION DE FONCTIONS
A) DEFINITION

Soit f et g deux fonctions. On appellefonction composée def par g , eton

notege f (lire«grondf »), lafonction définie par : sx1 Dref(x)l Dg.

(gof)(x)=g(f(x)) - -
x| Df etf (x)I Dg.

Ex: On considere lesfonctionsf : x #%e x— 1 définiesur IRetg : X #%e L gefiniesur IR’ .
X

= gofestdéfinies, etseulementsi,x T Dfetf(x)1 Dg ,ss x—11 0.
Ainsi Dgof=IR\{ 1} et,pourtoutx | Dgof:

(gof)(x)=g(x~-1)=—1-
x-1

= fogestdéfiniesi, et seulementsi, x T Dg etg(x)T Df, ssi x 1 0.
Ainsi Df o g =IR" et, pourtoutx I Dfog:
(feg)(x)=f(2)=2-1 Engénéral fo g gof

B ) VARIATIONS

Soit f et g deux fonctions, telles quef soit strictement monotonesur |1 Df et g soit strictement monotone
surJl Dg ,avecpourtout xT I,f(x)T J.

=  Sifetgont mémesensdevariation, alorslafonction composée go f est strictement croissantesur | .
=  Sil’unedesfonctions est strictement décroissante et |’ autre strictement croissante, alorslafonction

composeée go f est strictement décroissantesur | .

Preuve partielle:
Supposons quef et g soient strictement croissantes respectivement sur | et sur J.

Soient uetv deux réelsdel ,telsqueu<v ;
f est strictement croissantesur I, doncf (u)<f(v) .
D’aprésleshypothéses, f (u) etf (v) appartiennet aJ. De plus g est strictement croissante sur J, donc :

g(f(u)) <g(f(v))

- Pour f g, il faut ajouter des hypothéses sur les

signesdef et de g pour obtenir desrésultats généraux.

1 . . .
- Pour ? , hous utiliserons |les compositions de fonctions.

:f'l...
9

L écriture (geof )(x)=g(f(x)) nadesensque

Ainsi direquex1 Dgof revient adireque

- Cethéoréme est surtout intéressant quand
lesfonctionsf et g sont strictement
monotones sur tout leur ensemblede
définition

- Lethéoreme est aussi valable si on enléve

strictement ...



Ainsi geo f est strictement croissante sur | . Pour lesautres cas, la preuve est identique ...

Ex_: Soitlafonction h :x #%e i définie sur IR*
X

« L’expression 1 peut se schématiser x #%e 3 X2 #%® 1,
3

X2 3x2

SOitf:x wue 3x2 et g : ywwne L
y

Portoutx i IR*,ona:

h(><)=ﬁ=g(f(x))= (gef)(x)

DeplusD go f =Dh

Ainsih=gof

= Lafonctionf est strictement décroissantesur ] -¥ ; O[ , etI'imagedecetintervallepar festf (]-¥ ;0[)=]0;+¥ [
Deplusg est strictement décroissantesur] 0 ; +¥ [ .

Onendéduit queh=go f est strictement croissantesur ] -¥ ;0 .

= Lafonctionf est strictement croissantesur ] 0; +¥ [, etlI'imagedecetintervalepar festf (] 0;+¥ [)=]0; +¥ |
Deplusg est strictement décroissantesur] 0 ; +¥ [ .

Onendéduit queh=go f est strictement décroissantesur ] 0; +¥ [.

Rem:

Voilaune méthode assez simple pour déterminer rapidement les variations de lafoncti on? connaissant cellesde lafonctionf ...



